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14 Kommutative lineare algebraische Gruppen
Limites von Funktionen auf Gm , additive Funktionen

14.2 Diagonalisierbare Gruppen und Tori

14.2.13 Limites, die Graduierung von k[Dn] und die Mengen V(X))

Wir betrachten hier die multiplikative Gruppe
G _=krk=al
als offene Teilmenge der affinen Geraden, d.h. als affine Gerade ohne den Urprung,
und die affine Gerade
Ao Pl xws 11,
als offene Teilmenge der projektiven Geraden, d.h. als projektive Gerade ohne den
unendlich fernen Punkt. Aulerdem beachten wir, dal3 der Automorphismus
G —G ,tr l,
m m t
der multiplikativen Gruppe sich zu einem Automorphismus der projektiven Geraden
P! — Pl iyl e [y,
fortsetzen 1aBt welcher Ursprung und unendlich fernen Punkt vertauscht. Dies motiviert
: : lim lim
die nachfolgenden Bezeichnungen a—0 und 4> 00"
(i) Fur jede reguldre Abbildung
<|):Gm —Z
mit Werten in einer algebraischen Varietat Z, welche sich zu einer reguldren
Abbildung
6;&1 —Z,
fortsetzen 1aBt, schreiben wir .
Jim (a) = (0).



Wenn sich ¢’: Gm —> Z, t » ¢(1/t), zu einer regularen Abbildung 6’:A1 —Z,

forsetzen 1aB3t, schreiben wir
Iim )
Jm o) = §°(0).
(i) Seien
T
ein Torus, V eine affine Varietat,
aTxV—5YV
eine Operation von T auf V (d.h. V sei ein affiner T-Raum). Wie in 2.3.5
bezeichnen wir mit
s: T — GL(K[V]), t & s(t),
die zugehorige lokal endliche Operation von G auf dem Koordinatenring k[ V]
(vgl. 2.3.6 A), d.h.
(sOHE) = fat! x))
furt € T, fek[V] und x € V. Wie bisher setzen wir
X:=X*(T)und Y := X (T)

(vgl. 3.2.1). Fur x€X sei
k[V]X = {f € k[V] I s()f =x(t)f fur jedes t € T}

der Eigenraum der Operation s bezuglich des Charakters . Nach 3.2.3 besteht
eine direkte Summenzerlegung'

k[V] = @XEX k[V]X

Nach Definiton der Eigenraume gilt

k °k =k[V
[V]X [V]w [ ]X+1P

Der Koordinatenring k[ V] besitzt eine X-Graduierung. Im Fall T = Dn ist X =71

fury, p € X.

und wir erhalten eine graduierte k-Algebra im uiblichen Sinne.
(iii) Fur jedes AEY definieren wir

V) = {v € VI 1M a)ev existiert }

VA ={vE VI M (). existiert }

" Jedes f € k[V] liegt in einem endlich-dimensionalen T-stabilen Unterraum W C k[V]. Die zugehorige
rationale Darstellung T — GL(W) zerfallt in eine direkte Summe 1-dimensionale Darstellungen (nach
3.2.3), d.h. es gilt

feEwW= E WNK[T] C E k[V] C k[V]
xEX 5 xEX .
also

k[VIC Y k[Vl C k[V].
X
xEX
Wegen der linearen Unabhingigkeit der Charaktere ist die Summenzerlegung direkt.



Man beachte, nur eine der beiden Relationen ist eine Definition und jede von ihnen

eine Folge der anderen. Zum Beispiel gilt wegen (-A)(a) = % auf Grund der
a

ersten Definition
V(M) ={veEVI M (r)a)v existiert }

={veVvl ali_r)no )\(a)‘l-v existiert }

={veVvl ali_r)no )\(a'l)-v existiert } (A ist ein Gruppen-Homomorphismus)

_ lim . ..
={veVvl 4—>00 Ma)ev existiert }

14.2.14 Eigenschaften der Mengen V(L)
Seien V eine affine Varietat, T ein Torus und
aTxV—5sYV
eine Operation von T auf V (d.h. V sei ein T-Raum). Fur jedes A&X(T) gilt dann mit

den Bezeichnungen von 3.2.13:
@A) V(M) ist ein abgeschlossener Unterraum von V.

(i1) VN () V(-MN) = {v E VI Mc)sv = v fur jedes ¢ € k*}
ist die Menge der Fixpunkte von Im(A).
Beweis. Zu (i). Sei v € V. Dann gilt

VEVY) o tﬁjb MOV existiert (vel. 3.2.13 (iii))

PN Gm — V, t » Mt)ev, laBt sich auf Al fortsetzen®
< k[V] — k[Gm], f (c» f(Mc)sv)),
faktorisiert® sich uiber k[A1] = k[x] & k[x.x"1] = KIG_]

Dabei ist A(c)v das Bild von v bei der Operation a von A(c) € T auf V. Fur die zu a

gehorige lokal endliche Operation s: T — GL(k[V]) der abstrakten Gruppe T auf k[ V]
gilt (vgl. 2.3.6 A)

(D) = fa !, v) = f v,

also
f(A(c)*v) = (s(e) DY) = (s NH(W). (1)

Wir kénnen also die Bedingung v € V(A) mit Hilfe von s wie folgt ausdriicken.

G —V
m
* d.h. die Abbildung ist Teil eines kommutativen Diagramms /" von reguldren Abbildungen.

Al

k[G ] «— k[V]
m

’ d.h. die Abbildung ist Teil eines kommutativen Diagramms / von k-Algebra-

KAl

Homomorphismen.



VEV(R) & KIVI—KIG_LEr (tr (O HNHM),
faktorisiert sich uber k[Al] — k[Gm].
Nach 3.2.13 (ii) hat f die Gestalt
f = f mitf € k[V] .
2 X o X : ]X
HEXH(T)
Weil s(t) € GL(k[V]) eine k-lineare Abbildung ist, folgt

s(hf = D s(t)fX
KEXH(T)

= > X(t)fx. (nach Definition von k[V]X)
XEXH(T)
Wir setzen fur t € T den Wert A(c) mit ¢ € k* ein und erhalten

s(Mepf= 3 X(?»(C))’fX
XEXH(T)

= 3 ¢c<X-A>f  (nach Definition von <, > in 3.2.11 A)
EXHT)
also
ANV = 3 c<X’K>fX(v). )
XEX*(T)
Damit bekommt die Bedingung fur v&V(A) die Gestalt

VEV(R)  &kIVI—K[G 1.fs (s 3 c-<x,7»>fx(v)).
XEX*(T)
faktorisiert sich uber k[Al] — k[Gm]

Nun ist k[Al] eine Polynomalgebra tiber k in einer Unbestimmten, sagen wir,
KIAT] = k[x]

und
KIG_1=KIx, x 1.

Beide Algebren sind Teilalgebren des rationalen Funktionenkorpers k(x), also auch
Teilringe voneinander. Die Aussage, dal} sich die angegebene Abbildung uiber k[x]
faktorisiert, bedeutet einfach, daf3 ihr Bild in k[x] liegt. Es folgt

vEVY o 3 x'<X’)‘>fX(V) € K[x] fur jedes f € k[V]
XEX*(T)
& fX(V) = 0 fur jedes f€ k[V] und jedes ¥EX*(T) mit <y, A>> 0.

< f(v) =0 fur jedes x€X*(T) und jedes f € k[V]X mit <y, A >>0.

evev(fe k[V]X | xEX*(T) und 0 < <y, A >)



Wir haben gezeigt,
VM) =V(fe k[V]X | x€EX*(T) und 0 < <y, A >). 3)

Insbesondere ist V(A) eine abgeschlossene Teilmenge von V, d.h. es gilt (i).
Zu (ii). Aus der gerade bewiesenen Identitat (3) erhalten wir

VM) M V(L) = V(e k[V]X | xEX*(T) und 0 # <y, A >). 4)
Wir haben zu zeigen, diese Menge ist gleich
{vE VIAc)ev =V fur jedes ¢ € k*}. 5

1. Schritt. Die Menge (5) liegt ganz in V(A) () V(-)).
Sei v ein Element der Menge (5) und f& k[V]X mit yEX*(T) und 0 # <y, A >. Wir

haben zu zeigen f(v) = 0.
Fur jedes ¢ € k* gilt

f(v) =f(Mc)ev) (weil v in der Menge (5) liegt).
Die rechte Seite ist nach (1) gleich (s(k(c'l))f)(v) und zusammen mit (2) gleich
C-<X,>\.>f(v)’

denn wegen f& k[V]X ist hochsten ein Summand auf der rechten Seite von (2) ungleich
Null. Es folgt

f(v) = <XA>f(y) fur jedes ¢ € k¥,
also

0 =(1- C_<X’7\'>)’f(V) fur jedes ¢ € k*

Weil nach Vorausetzung <y, A >ungleich 0 ist, hat die Gleichung 1-c'<X’}‘> =0 nur

endlich viele Losungen ¢ € k*. Weil k algebraische abgeschlossen, also unendich ist,

kann man cEk* so wiahlen, daf} 1—t'<X’>‘> # 0 gilt. Es folgt f(v) = 0, wie behauptet.
2. Schritt. Jeder Punkt von V(A) (1) V(-A) liegt in der Menge (5).
Sei v E V(M) () V(-M). Angenommen, v liegt nicht in der Menge (5). Dann gibt es ein
cek™* mit
Mc)ev # V.
Die Punkte A(c)*v und v haben unterschiedliche Koordinaten (beziiglich irgendeiner
Einbeittung von V in einen k™). Es gibt also ein f € k[V] mit
f(M(c)sv) #Z f(v). (6)

Nach 3.2.13 (ii) hat f die Gestalt

f= > fX mit fX e k[V]X.

XEX*(T)
Wenn man in (6) die Funktion f durch fX ersetzt, so kann nicht fur alle  das
Gleichheitszeichen gelten (weil es dann auf fur f gelten wurde). Es gibt also ein
xEX*(T) mit
fXO\.(t)'V) #= fX (V).



Wegen (1), (2) und fXEk[V] . ist das aquivalent zu

M () = (),
also zu X( ) X v
0 % (1- t'<X’7‘>)fX(V)
Das bedeutet aber,
0% 1- 0<% ynd 0 = £W

Die erste Bedingung bedeutet <y, A > # 0. Zusammen mit der zweiten Bedingung und

mit (4) bedeutet dies, daB v nicht in V(M) () V(-A) liegt. Das steht aber im Widerspruch

zur Wahl von v. Die Annahme, daf} v nicht in der Menge (5) liegt ist somit falsch.
QED.

14.2.15 Beispiel
Seien G eine beliebige lineare algebraische Gruppe und A: Gm — G ein Kocharakter

von G. Wir betrachten die folgende Operation von Gm auf G,

a:G_xG, (LX) b tx = AMt)exoat) L.
Weiter sei wie in 3.2.13 (iii)
PN ={xEGI t]j—IR) tex existiert }.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) P(}) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

i) PPN = Z5MG )

Zu (i). Nach 3.2.14 (i) ist P(\) eine abgeschlossene Teilmenge von G. Fur x € G gilt
xEPAN) & Grn — Gt )\(t)°x-7\(t)'1, 1aBt sich auf Al =k fortsetzen

Fur x = e ist die Abbildung rechts die konstante Abbildung t i e, welche trivialerweise
eine Fortsetzung besitzt, d.h. es gilt

e € P(L).
Sind x, y € P(A) und fX, fy: Al — G die zugehorigen Fortsetzungen auf Al Dann
sind die regularen Abbildungen
1 . _
A" -Gt fX(t) fy(t) = pL(fX(t), fy (1),
und
Al — G et o =i ),
die zu xey bzw. x! gehorigen Fortsetzungen. Es bestehen also die Implikationen
X,y € P(L) = xey € P(V) und x € P = x" L € POV

Wir haben gezeigt, P(A) ist eine abgeschlossene Untergruppe.
Zu (ii). Nach 3.2.14 (ii) ist

P(MN) () P(-A) ={v E VI Nc)+v = veA(c) fiir jedes ¢ € k*}
= ZG(ImO\))

der Zentralisator von Im(A) in G (vgl. 3.2.8).



Bemerkung
Die Verwendung der Ergebnisse von 3.2.14 in der hier vorliegenden Situation erscheint

zunéchst problematisch, da in 3.2.14 der Kocharakter A ein Kocharakter eines Torus
sein soll. Tatsachlich ist dies auch hier der Fall: betrachtet man G als abgeschlossene

Untergruppe einer GLn so besteht MGm) aus kommutierenden halbeinfachen

Matrizen. Nach 2.4.2 A (ii) kann man durch einen inneren Automorphismus von GLn

dafur sorgen, daf MGm) aus Diagonalmatrizen besteht. Man kann dann A als
Abbildung
MG —D
m n
betrachten, d.h. als Kocharakter des Torus Dn'

14.3 Additive Funktionen

In 3.1 wurde bewiesen, dal jede kommutative lineare algebraische Gruppe G die
Gestalt

G= GS X Gu
hat mit einer diagonalisierbaren abelschen Gruppe GS und einer unipotenten abelschen
Gruppe Gu' In 3.2 haben wir einen vollstindigen Uberblick gewonnen uber alle

diagonlisierbaren linearen algebraischen Gruppen: zu jeder vorgebenen endlich
erzeugten abelschen Gruppe X (die im Fall einer positiven Charakteristik p des
Grundkorper keine p-Torsion haben darf) gibt es bis auf Isomorphie genau eine
abelsche unipotente Gruppe mit der Charaktergruppe X.

Eine @hnlich vollstindige Ubersicht gibt es auch im unipotenten Fall. Allerdings muf}
man dann anstelle der von uns betrachteten linearen algebraischen Gruppen affine
Gruppen-Schemata zulassen, d.h. algebraische Gruppen, deren Strukturgarben
nilpotente Elemente besitzen durfen. Die unipotenten abelschen Gruppen-Schemata
entsprechen dann den Moduln endlicher Lange uber dem Dieudonné-Ring. Dies ist ein
nicht-kommutativer Ring, der den Witt-Ring des (algebraisch abgeschlossenen)
Grundkorpers enthalt und von zwei Elementen erzeugt wird. Leider ist diese Theorie
jenseits der Moglichkeiten dieser Vorlesung. AuBlerdem wiirde uns die Theorie von
unserem eigentlichen Ziel, der Klassifikation der halbeinfachen und der reduktiven
linearen algebraischen Gruppen mit Hilfe von Wurzelsystemen, entfernen.

Wir beschranken uns deshalb auf einen Kompromis, namlich auf die Klassifikation der
elementaren unipotenten Gruppen. Die Klassifikation ist in der Charakteristik 0
vollstandig und ignoriert einige Falle bei positiver Charakteristik. Trotzdem ist die
Behandlung des unipotenten Falls aufwendiger als die des diagonalisierbaren. Wir
beginnen deshalb mit einem separaten Abschnitt, der sich ausschlieBlich mit den
additiven Funktionen beschiftigt, die im unipotenten Fall dhnlich bedeutsam sind, wie
die Charaktere im diagonlisierbaren Fall.

Auch im nachfolgenden Abschnitt, der sich mit den elementaren unipotenten Gruppen
beschéftigt, wird es die meiste Zeit um die additiven Funktionen gehen. Eine
Anwendung ist die Klassifikation der elementaren unipotenten Gruppen. Als eine
Folgerung erhalten wir eine vollstaindige Ubersicht uber die zusammenhangenden
linearen algebraischen Gruppen der Dimension 1. Letztere ist das eigentliche Ziel dieses
Kapitels. Alle anderen Ergebnisse finden sich hier hauptséachlich deshalb, weil sie sich
ohne groflen zusitzlichen Aufwand beweisen lassen.



14.3.1 Defintionen, Bezeichnungen und Konstruktionen

3.3.1 A Begriff der additiven Funktion

Eine additive Funktion auf einer linearen algebraischen Gruppe G ist ein
Homomorphismus von algebraischen Gruppen

:G— G .
a

Bemerkungen
(i)  Die additiven Funktionen auf G bilden (als Funktionen mit Werten in Ga =k)

einen k-linearen Unterraum
A =A(G)
des Koordinaten-Rings k[G].

(i) Ist F C k ein Teilkorper des Grundkorpers k und G eine F-Gruppe, so bezeichne
AF) = AG)[F] (C AG)

die Menge der uiber F definierten additiven Funktionen auf G. Dies ist ein linearer
Unterraum des F-Vektorraums F[G]. Fur jedes f € F[G] sind die folgenden
Aussagen dquivalent.
(a) f e A(G)(F).
(b) Af=f®1 + 1®f.
Dabei bezeichne A die Komultiplikation von G.

(iii) Ist G eine F-Gruppe, so ist A(G)(F) eine F-Struktur von A(G), d.h. die
naturliche Einbettung

A(G)(F) & A(G)
induziert einen linearen Isomorphismus von k-Vektorraumen

k®F A(G)(F) i A(G)

(iv) Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k von Null verschieden,
p >0,
so ist die p-te Potenz einer addiven Funktion erneut eine additive Funktion auf G.
Diese Tatsache ist der Grund fur die Einfuhrung eines Rings, tiber welchem der
Vektorraum A ein Modul ist.

Beweis. Zu (i). Jede additive Fumkton f: G — Ga induziert als regulare Abbildung

einen k-Algebra-Homomorphismus

P KIT] = KIG ] — KIGL 6 =k 510 15 @ 25 .
Dabei bezeichnet T eine einzelne Unbestimmte (vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Insbesondere gilt
*(T) € k[G]. Das Polynom p =T ist als Abbildung k — k gerade die identische
Abbildung, d.h. es gilt
f*(T) = Tef = Idef =f,
Damit ist f = £*(T) € k[G] ein Element des Koordinatenrings von G. Wir haben
gezeigt, die Menge der additiven Funktionen ist eine Teilmenge der Koordinatenrings,
A(G) C K[G].
Eine Funktion des Koordinatenrings k[G] ist eine regulare Abbildung
:G—k= Ga'
Siﬁ ist ge_?au dann eine additive Funktion, wenn sie ein Gruppen-Homomorphismus ist,
.h. es gilt

A(G) = {f EK[G] | f(x+y) = f(x) + f(y) fur x,y EG }



Aus dieser Beschreibung lesen wir ab, A(G) ist ein k-linearer Unterraum von k[G].
Zu (ii). Nach Definition gilt

A(G)(F) = A(G) (M FIG].

Weil A(G) nach (i) ein linearer Unterraum des k-Vektorraums k[G] ist, ist der
Durchschnitt ein F-linearer Unterraum von F[G]. Sei jetzt

f € FIG]
eine uber F definierte regulare Funktion auf G (also insbesondere eine regulire

Abbildung G — k = Ga)' Dann ist f genau dann eine additive Funktion auf G, wenn

das folgende Diagramm kommutativ ist.

><f
GxG — G xG
a a
do I,
G — Ga

Dabei sollen die vertikalen Abbildungen die Gruppen-Multiplikation bezeichnen. Die
Kommutativitat dieses Diagramms ist Aquivalent zu der des zugehorigen Diagramms der

Koordinatenringe und k-Algebra-Homomorphismen
f*&f*

k[G]®kk[G] «— k[Ga]®kk[Ga] =k[T]®kk[T]

AT TAa

*

k[G] «— KkIG] =k[T]
Die vertikalen Abbildungen sollen dabei die Komultiplikationen von G bzw. Ga

bezeichnen. Die Komulitiplikation von Ga ist der k-Algebra-Homomorphismus mit
Aa(T) =1®T + T®I

(vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Der k-Algebra-Homomorphismus f* ist durch dessen Wert f an
der Stelle T gegeben. Die Kommutativitit des Diagramm ist Aquivalent zu der
Bedingung
A(fH(T)) = (f*®f*)(Aa(T).
d.h. zu
A(f*(T)) = ((*OFF)(1XT+T®1) = 1&@F*(T) + f*(T)®1,
also zu

A(f) = 1®f + f®1.
Wir haben gezeigt, f € F[G] ist genau dann additiv, wenn Af = 1®f + f®1 gilt, d.h. f
liegt genau dann in A(G)(F[G] = A(G)(F), wenn Bedingung (b) erfullt ist.
Zu (iii). Nach Bemerkung (ii) gilt
AG) ={fEK[G] I A(f) = 1®f + f®1 }
= Ker(gp:k[G] — k[G]®kk[G], fp A(f) - 1®f + f®1 }

Weil G eine F-Gruppe ist, ist A: k[G] — k[G]®kk[G] uiber F definiert, d.h. von der

Gestalt

A= k®FAF

mit einer F-linearen Abbildung

AF: FIG] — F[G]@FF[G].
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Damit hat ¢ die Gestalt k®ch mit der F-linearen Abbildung
Pp FIG] — F[G]®FF[G], f AF(f) - 1f + f®1.

Als exakter Funktor kommutiert k®F mit Kernen, d.h. es ist

A(G) =Ker(9)

= Ker(k@Fch)

= k®FKer(ch).
Damit wird A(G) als k-Vektorraum von Elementen aus
Ker(pp) C FIG]

erzeugt, d.h. von additiven Funktionen von G, die uiber F definiert sind, namlich von
Elementen aus

Ker(ep) C A(G)(F) (C FIG])
Aus den naturlichen Einbettungen
Ker(pp) & AG)(F) & FIG]

erhalten wir durch Anwenden des Funktor k®F die injektiven k-linearen Abbildungen
A(G) = k®FKer(ch) S k®FA(G)(F) S k®FF[G] = k[G].

Wegen A(G)(F) C A(G) und weil A(G) ein k-Vektorraum ist, liegt das Bild des
Tensorprodukts k®FA(G)(F) bei der rechten Inklusion ganz in A(G), d.h. wir haben
injektive k-lineare Abbildungen

AG) = k®FKer(ch) =3 k®FA(G)(F) S A(G).

Deren Zusammensetzung die ist identische Abbildung. Die Injektionen sind sogar
Bijektionen und die naturliche Einbettung

AG)(F) & A(G)(k)
induziert einen Isomorphismus

k®LAG)F) — AG)(K).
Zu (iv). Fur f € A(G) gilt
A(P) = (AP P (A ist ein k-Algebra-Homomorphismus)
= (f®1+1®f)P (nach Bemerkung (ii) mit F = k)
= (f® HP+(1®H)P (die Charakteristik von k ist p > 0)
=fP®1 +1®fP (Definition der Multiplikation in kK|G]®k[G])
Nach Bemerkung (ii) ist fP eine additive Funktion.
QED.
Index
—A— —F—
additive Funktion, 8 Funktion

additive, 8
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